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EXERCICES SERIE1 1

| Exercices : rappels mathématiques, oscillations

[.1 Analyse dimensionnelle

Un pendule simple est constitué d’'un point matériel de masssuspendu a un fil in-
extensible de longueutr On noteg I'accélération de la pesanteur. La périddelu pendule
simple est liée an, [, etg par la relation suivanteF = Cm® ¢” g7, ou C est une constante
numerique. Déterminer, 5 et~, en effectuant une analyse dimensionnelle.

|.2 Equation d'oscillation, conditions limites

Un oscillateur mécanique n’est pas amorti. Sa pulsationvest 1 rad/s. L'équation
différentielle régissant le déplacemerit) est donci + w?zr = 0. Expliciter z(¢) dans les
cas suivants :

i) 'amplitude esta = 2 cm et, a l'instant = 0, 2(0) = 1 cm et la vitesse: est
positive ;

i) (0) = —1cmeti(0) =1 cm/s;
|||) SC(tl) = I etSC(tl) = V1,

iv) (un peu difficile, facultatif)c(ty) = o etz(t;) = z;.

[.3 Amplitude

Un oscillateur non amorti a pour caractériques= 1 kg (masse) ek = 100 N/m (rai-
deur). On le lance avec un écart initigl = 1 cm et une vitess¢ = 2 cm/s

a) Quelle sera 'amplitude du mouvement ?

b) En un pointoyz(t)| = 0,5cm, quelle sera la vitesse ?

I.4 Comparaison de deux équations

Quelles sont les solutions des équations différentielles

&+ w?r =0, F—wlr =07

[.5 Amplitude et phase

On considére un oscillateur harmonique de pulsdtidre déplacement(t) est solution
de I'équation différentielle du second ordre w?z = 0, soitz(t) = a cos(wt)+bsin(wt), ou
a etb sont des constantes d’intégration déterminées a partaatehtions initiales:(0) =
etz (0) = vp. On peut également écrirgt) sous la forme:(t) = x,, cos(wt + ¢), ol x,, est
I'amplitude et¢ la phase a I'origine, dépendant des conditions initial&prignerx,,, et¢ en
fonction dex , vy etw.
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.6 Circuits oscillants

On considere un circuit constitué d’'une bobine d’'inductigrd’un condensateur de ca-
pacitéC' et d’une résistance.

i) Montrer que le régime propre d’'un tel circuit est régi pagliation différentielle
L+ Rw +w/C =0,

ouw représente la charge dans le circuit.

i) Montrer que résoudre cette équation revient a résoudredtémn algébrique

Li* +Rr+1/C=0.

iii) Montrer gu'’il existe alors 3 régimes selon la valeur du déieant de I'équation;;
dans chaque cas, déterminer les solutions de I'équati®@reiitielle.
a) régime apériodiqueR? — 4L/C > 0
b) régime critique R* — 4L/C =0
c) régime oscillant R? — 4L/C < 0.

|.7 Equations trigonométriques

Résoudrein(z) = —1/2, cos(x) = —1/3, tan(x) = —1/3 et3sin(x) + 4 cos(x) = 5,
en vérifiant la validité des résultats par une méthode goaehi

I.8 Représentation par complexes et applications

a) Soitz(t) = exp(it) = cos(t) + isin(t). Calculer de deux fagons et en déduire une
identité trigonométrique exprimanbs(2t) en fonction decos(t) et sin(¢). Quel est I'ana-
logue pousin(2t) ? De méme, calculer de deux fagartset en déduire une identité trigono-
meétrique exprimantos(3t) en fonction decos(t) etsin(¢). Quel est 'analogue poudin(3t) ?
Peut-on généraliseras(nf) etsin(nd) ?

b) Résoudre les équations différentielles- iwz(t) eti + w?x(t) = 0.

1.9 Puissance moyenne

La puissance instantanée en alternatifest U, avecl = [,cos(wt + ¢), etU =
Up cos(wt). Calculer la valeur moyenné’(= 27 /w)

(P) = % /0 P(t) dt.
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.10 Battements

Représentetos(wt) + cos(w't) pourw’ voisin dew, par exempleo = 1 etw’ = 1, 1.
Expliquez le résultat au moyen de la représentation de Eresn

.11 Interférences

Evaluer I'amplitude du signalbs(wt) + cos(wt + ¢) en fonction des, par le calcul et par
la représentation de Fresnel.

Il Exercices : oscillateur libre, amorti, forcé

[I.1 Oscillateur harmonique libre

Une massen est accrochée a I'extrémité d’un ressort
de raideurk et de longueur a vidé,. Lensemble est
placé sur un plan incliné d’'un angte par rapport a
I’horizontal.

a) Déterminer la position d’équilibre.

b) Ecrire I'équation différentielle du mouvement
en partant soit du principe fondamental de la dyna-
mique, soit du théoreme de I'énergie cinétique. Ré-
écrire cette équation pour la positie(it) par rapport
a la position d’équilibre.

c) Déterminer la période d’oscillation.

d) Quelle est I'expression de(t) si la masse est lachéefa= 0 sans vitesse initiale a
une distance, de la position d’équilibre ?

e) Quelle est I'expression de(t) si la masse est lachée & 0 a une distance, de la
position d’équilibre, avec une vitessgvers le bas ?
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[I.2 Oscillateur harmonique libre

On réalise le circuit suivant dans lequel le condensa-
teur est initialement déchargé.

a) Linterrupteur K étant fermé et le régime per-
manent établi, déterminer 'intensité= I, du courant
délivré par le générateur et la tensibp = V4 — V3
aux bornes du condensateur.

b) A un instant pris comme origine des temps, 0
ouvre K. Etablir la loi de variation temporelle de la
tensionUc(t).

c) Calculer la valeur maximale atteinte pgar et
donner sa valeur numérique posir = 24 V, R =
24Q, L =10HetC = 100 uF.

[I.3 Meilleur amortissement visqueux

Les unités sont (kg, cm, s). Un oscillateur linéaire coroespa une masse. = 1 et
une raideurk = 1, et il est soumis a une force d’amortissement visquex. On le lance
toujours avea:(0) = 1 eti(0) = 0.

a) Tracerz(t) pour0 <t <20danslescad =0,A=0,1etA=0,2.
b) Que constate-t-on pour la pseudopériode ?
c) Tracer les courbes pour= 3 et = 5.

d) Quel\ donnerait le meilleur amortissement ?

1.4 Oscillateur avec frottement solide

Une massen est accrochée a un ressort de raide@t peut glisser sur un support ho-
rizontal avec un coefficient de frottement solide (rappotresla composante tangentielle
maximale et la composante normale de la réactionPn choisit I'origineO telle que le
ressort soit au repos. On écarte la massde z, et on la lache sans vitesse initiale.

a) Faire le bilan des forces qui
s’exercent sur la massen. Déterminer
la condition surf pour que la masse se mette
en mouvement lorsqu’on la lache. En suppo- memmm m
sant cette condition satisfaite, déterminer la ~ ~ o
variation temporelle de la positior(¢) de la 0 x

masse lorsqu’elle part ver8 (sens<). On
poseravy = (k/m)'/2.

b) Calculer le tempg,; et la positionz; pour lesquels la masse s’arréte et le sens du



EXERCICES SERIE2 5

mouvement s’inverse. Ecrire la nouvelle équation difféetie pourt > t,. En déduirer(t)
pourt > t;.

c) Cette expression est valable jusqu’au temypst la positionz, ou la masse s’arréte
et repart vers la gauche. Exprimey en fonction dexy, f, g etwy. En déduire les positions
successives,, etr,y, 1 ol le sens du mouvement s’inverse, en fonctionge, g, wy etn.

d) Quand la masse va-t-elle s'immobiliser ? Représenter gyapment I'évolution de
x en fonction du temps.

1.5 Oscillateur forcé

Une massen est accrochée a deux ressorts de méme raidelant les autres extrrémités
sont fixées aux pointd et B. Lorsque la masse est situéeer= 0, les deux ressorts sont
au repos. On néglige la force de pesanteur et les forces derfrent. A l'instant = 0, on
l&che la masse sans vitesse initiale depuis le point d’'s&sc.

a) Représenter sur la figure les forces qui s’exercent sur laenas

b) Ecrire la loi de Newton pour la masse. En déduire une équation différentielle
vérifiée parc. De quel type d’équation s’agit-il ?

c) Résoudre cette équation en tenant compte des conditidieddai On noteray, la
pulsation propre de I'oscillateur, dont on donnera I'eggren en fonction des données.

Les extrémités des ressorts sont maintenant soumises awrement oscillant de pul-
sationw. On désigner 4 etz les écarts entre les pointset B et ces extrémités, respecti-
vement. On suppose que

xa(t) =acos(wt), zp(t)=acos(wt+ ¢).

d) Donner I'expression vectorielle des forces qui s’exersainia masse.

€) Montrer quer vérifie I'équation différentielle
&+ wir = awg cos(¢/2) cos(wt + ¢/2) ,

en utilisantcos a + cosb = 2 cos((a + b)/2) cos((a — b)/2).

f) Ecrire cette équation différentielle sous forme compléXeercher des solutions du
typez(t) = & exp(iwt) et montrer que I'expression de I'amplitude complexe degdlatons

de la masse est
aw? cos(¢/2)

2

'%:
— w2
Wy — w

exp(ip/2)
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et en déduire:(t) pour cette solution de pulsation

g) Quelles sont les autres solutions de I'équation difféedieti?

1.6 Oscillateur forcé amorti

Une massen = 1kg est accrochée a un ressort de raidequi lui donne une pulsation
de référenceyy = 1rd/s. On ajoute un amortissement visqueuxi avecA = 0, 5.
a) En quelle unité s’exprima ?

Un dispositif magnétique ajoute une forEg cos(wt), aveck,; = 3N etw = 1,2rd/s.
Voici la solution pourz(t), d’'une part pourz(0) = 1m etz(0) = 0, d’autre part pour
x(0) = 0 etz(0) = 1 m/s, comparée a I'excitatiof; cos(wt) :

b) Commenter ces solutions. Quels résultats du cours retrimnve

b) Etablir 'expression de(t) pourt grand et vérifier que cela correspond aux courbes
données.

c) Qu'observerait-on en modifiant toutes choses égales par ailleurs ?

d) En régime permanent, quelle est la puissance moyenne éoarfoscillateur par le
dispositif magnétique ?
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Il Exercices : oscillations couplées

[l1.1 Couplage capacitif

a) Des masses sont accrochées
aux extrémités du ressort central.
Introduire des notations et écrire les
éguations couplées pour le systéme
ci-contre.

b) Ecrire les équations cou-
plées pour les charges et ¢, des
condensateurs’; et C,. Quelles
sont les pulsations propres 5i =
Ly, Ri =Ry=0etC; =Cy,=C?
Quelle est la forme de la solution
générale ?

1.2 Couplage résistif

a) On reprend 1.a) en remplacant le ressort central par un es®ut. Ecrire les équa-

tions, sans les résoudre.

b) On reprend 1.b) en remplacant le condensaféyar une résistancg. On ne de-

mande pas la résolution explicite des équations.

1.3 Couplage inertiel

(G Ly %m% Ly, Cy _~
M

a) Ecrire les équations cou-
plées de ce circuit. Noter que le pre-
mier circuit recoit un flux propre
LI, qui s’ajoute au flux M1,
envoyé par le second circuit. De
méme, le second rec¢ait I, + M.
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b) Le charriot de mass#&/ glisse sans frotte-
ment et oscille entre les deux murs, par I'effet des

ressortsk. La masse interne: oscille entre les

deux ressork.

Ecrire d'abord les équations quand > m. | K |k ko | K |
On pourra utiliser la force d’'inertie d’entraine- m

ment. On notera le déplacement de: par rap-

port au charriot efX le déplacement d’ensemble M

du charriot. Chercher les pulsations propres pour
m=M =1kg etK = 3k/2.
Ecrire explicitement les solutionssj = (k/m)"/* = 1 rad/s et si, & = 0,

i) 2(0) = X(0) = 1 cm eti(0) = X(0) = 0,
i) £(0) = X(0) =0cmeti(0) = —X(0) =1 cmis.
1.4 Energie d'un systéme couplé

On considére le dispositif

a) Ecrire les équations du mouvement.

b) Montrer qu’elles peuvent se recombiner en

am) (P52 ) 20 (25 7) =0,
(%) (F1 = &2) + <%) (21 —25) = 0.

et interpréter physiqguement.
b) Vérifier I'identité
1

1 1 1
§mx€ + §kx%+§mx§ + §k$§ + k(z; — 29)% =

o (22) 1) - (5 o
(111.2)

(I11.1)

et donner l'interprétation physique.

c) Décrirequalitativement comment évoluerait le systeme une fois lancé s’il y avait un
Iéger amortissement

— uniguement sur le ressort central,

— uniquement sur les ressorts extérieurs ?
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IV Exercices : propagation des ondes

IV.1 Relation vitesse—fréquence—longueur d’onde

1. Quelle est la vitesse de propagation d’'une onde sinusoiskle d’'une source de
fréequence 120 Hz si sa longueur d’'onde est 0.5 m?

2. Lavitesse de propagation d’'un son dans l'air est de 340 misli€est la longueur
d’onde d’'un son de fréquenge= 263 Hz dans l'air ?

3. Lavitesse de propagation d’'un son dans I'eau est de 149@uédle est la longueur
d’onde du son précédent dans I'eau ?

IV.2 Amplitude, fréquence ...

Une onde transversale qui se propage sur une corde a pouioégua

y = 10 cos B (% — 415)}

ou x ety sont exprimés en cm eéen secondes.

1. Calculer I'amplitude, la fréquence, la vitesse de propagata longueur d’'onde et
le vecteur d’onde.

2. Calculer la vitesse et I'accélération maximum d’un pointaleorde.

IV.3 Vitesse de propagation dépendant de la fréquence
On considére I'onde
s(x,t) = cos(t — x) + 0,5 cos(2t — 2ax) ,

La représenter pour = 0,z = 1,3 etz = 2,6 dans les caa = 1 eta = 1, 5. Interpréter
physiquement la différence entre les deux cas.

IV.4 Composition de deux vibrations

Deux sources distantes de 10 m sont animées de mouvemeatoirdsy, = 0.03 sin(t)
ety, = 0.01sin(wt). Les ondes émises se propagent a la vitesse 1.5 m/s. Quelle est
I'équation du mouvement d’'un point situé a 6 m de la premiéwgce et a 4 m de la se-
conde?

IV.5 Relation temps—espace

Un ébranlement transverskl(x,t) se déplace avec la vitessevers lesz positifs. La
représentation temporelle de cet ébranlement au poinsd'sger = x, est donnée sur la
figure??. Donner la représentation spatiale de cet ébranlementrzuste= t,.



10 IUT, ONDES ETVIBRATIONS, EXERCICES

t, v to t

FIGURE 1 —

IV.6 Onde progressive sur une corde

Une onde transversalgz,t) se propage avec la vitessesur une corde tendue selon
I'axe desr.

1. La masse linéique de la corde @sét sa tensiorT’. Etablir, & l'aide d’une équation
aux dimensions, la dépendance de la vitegsar rapport & et’T". Application numérique :
T =4N;p=10"2kg/m.

2. Le mouvementde I'extrémité de la corde xes- 0, estdonné pay(0,t) = y, sin(wt)
avecy, = 10 cm etw = 7 rd/s. Calculer la longueur d’onde et donner le déplacement)
pourz > 0.

3. On suppose la corde mise en mouvementa0. Tracer le graphg(40,t) enx =
40 m puis représenter la corde & 1s, soity(z, 1).

4. Montrer que I'énergie par unité de longueur s’écrit :

1
&= §MW2?JS

En déduire I'expression de la puissance moyenne transppatel’ onde.

IV.7 Raccordement avec masse ponctuelle

Une corde infinie, & gauche (< 0) a une masse linéique;, et a droite £ > 0) uo.
La soudure est assimilée & une masse ponctued@z = 0. On notea,,. exp[i(wt — k1z)]
'onde incidente, avec la convention habituelle que le @égpient transverse physique en est
la partie réelle)g, expli(wt + k1z)] 'onde réfléchiey, (z, ), la somme de ces deux termes,

la vibration totale sur la partie gauchegetz, t) = a, exp[i(wt — koz)] 'onde transmise.
a) Exprimerk; en fonction dev, ; et la tensiori” de la corde.

b) Ecrire les conditions de raccordement gyr, t) ety (x,t) enz = 0.



EXERCICES SERIE4 11

c) Dans lalimitem = 0, retrouver les résultats du cours,

2]{31 kl - ij
= 77— Qinc Qr = Qinc -
]{Zl + ]{ZQ kl + k2

Qy

d) Trouver I'expression de, eta, pourm > 0. En déduire le déphasage de I'onde
transmise.

IV.8 Ondes stationnaires sur une corde faite de deux partiedifférentes

Une corde homogene de masse linéiguest tendue horizontalement avec une tension
T entre deux pointsl et B, distants de.. On rappelle que I'équation de propagation d’'un
petit ébranlement vertical(z, ¢) est

aQy(SC,t) _ 2 82y<x7t>

oz C 02
avecc® = T/ p.

a) On prend d’abord I'origine des abscisses4arMontrer qu’une solution
y(x,t) = acosjw(t — x/c)| + Beosjw(t + x/c)] ,

peut s’annuler en permanence:zen- 0 sans restreindre le choix de la pulsatian

b) Pour quelles valeurs de la solution précédente s’annule-t-elle aussi pout L ?
Donner un exemple d’application.

c) On suppose désormais que la corde est faite de deux partreérde longueuf =
L/2, mais de caractéristique différentes. On place maintdfaigine = = 0 au milieu de
la corde. A gauche, pour < ¢, la densité de la corde est et correspond & une célérité
ci. A droite, pour! < = < L = 2/, la densité de la corde est et correspond a une
céléritéc,. Montrer quey,, qui décrit I'état de la vibration a droite, peut étre pridaléorme
Y2 = ag cos(wt + @) sinjw(l — )] pour satisfaire les conditions limites en= /.

d) Ecrire de méme la solution qui & gauche satisfait aux canditimites enc = —¢.

€) Ecrire les conditions de continuité en= 0 pour les fonctiong, (z, t) ety (x, t) qui
décrivent I'état de la vibrations a gauche et a droite respEoent.

f) Montrer que sji; = s, ON retrouve le résultat précédent pour les pulsationsrpsop
d’'une corde homogene de longuduet de tensiory’. Quelles sont les pulsations propres
dans le cas opty = 4py ?

| H1 2
A | B
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V Association d’'ondes, divers

V.1 Ressort massif

Un ressort massif a une raidgupour une longueur totale au repligs

a) Montrer que la raideur d’'un morceau de longueur au répo, estk’ = ki, /l. Mon-
trer que la tension d’'un morceau de longueur au ré@®tiré ou comprimé uniformément
dedl estF' = Eél/l, ou E = kl, est le module d’Young.

b) Le ressort, posé sur une table horizontale, est déforme léasens longitudinal. Le
point d’abscisse au repas(0 < x < [) est déplacé dg, acquérant une nouvelle abscisse
x + y(z, t). Montrer que la tension en ce point &5ty /Ox.

c) Le ressort a une masse linéiqueapport de sa masse a sa longueur au rép&srire
la loi de la dynamique pour un morceau dont les extrémitésesnhbscisses au repost
x + dx. En déduire une équation de propagation du type :

o’y 1%

2 2o (V1)

et calculer la vitesse de propagatioan fonction des données.

V.2 Acoustique géométrique

En acoustique, on entend presque aussi bien un bruit axtéoiesqu’une porte est en-
trouverte que lorsqu’elle est ouverte. Interpréter qaaliement cette observation par analo-
gie avec les ondes lumineuses, en indiquant si elles ralé&enon de 'approximation de
'acoustique géométrique, analogue de I'optique géoinderi

V.3 Couche sonore anti-reflet

a) Les impédances caractéristiqgues des tissus muscuddides!|’air pour les ultrasons
valent respectivementZ,, = 1,7 16 kg.m2.s™! et Z, = 4,0 1¢ kg.m2.s™L. Calculer le
coefficient de transmission des puissances sonores a @naa& air-muscle et commenter.

b) Pour supprimer I'onde réfléchie dans I'air, on réalise emgche antireflet d’épaisseur
e en graisse, d'impédancg,. On notec,, c, et ¢, les célérités du son dans chacun des
trois milieux, et on posé, = w/c,, k; = w/c, €tk,, = w/c,. On cherche alors en notation
complexe des champs de vitesses dans les trois milieux denteef:

Ag exp(jwt — jk,x) si <0
v =1 A, exp(jwt — jk,x) Si x>e (V.2)
Ajexp(jwt — jkax) + By exp(jwt + jk,x) si O0<zx<e
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Quelle est la forme correspondante du champ des sur-
pressions dans les trois milieux ? Ecrire les conditions
aux limites.

On peut montrer (mais on ne le fera pas) que :

Air Graisse | Muscle
Ly — Zyg Zg— Zm, 4
= —2j5k V.3
A S AR
Veérifier la pertinence de cette expression sur un cas par- 0 e X

ticulier. Déterminer les valeurs convenablesa 7.

V.4 Enceinte acoustique basse-fréquence

Une notice d’installation de chaine HI-FI indique que I'emte destinée a restituer les
basses fréquences peut étre placée n'importe ou car ces soeemises de maniere for-
tement isotrope. Interpréter qualitativement en admetiae chaque élément de surface de
'enceinte émet une ondelette sphérique et en faisant usegia avec un résultat du cours
d’optique.

V.5 Reéflexion et transmission

Une corde vibrante tres longue a une masse linéiqy®urz < 0 etu, pourz > 0. Elle
est le siege d’ondes transversg¢s, t). On définit 'impédanceZ; = T'/c; = u,;c; de chaque
coté, our; = \/T'/; est la vitesse de propagation. On poseraZ; /Z,. Une onde incidente
part de trés loin a gauche et arrive vers le raccordement@avewaleurs;(z, t) qui est la
partie réelle de;(x,t) = a; exp[i(wt — k12)).

a) Ecrire I'onde réfléchie, et 'onde transmise; en introduisant les amplitudes com-
plexes respectives etas.

b) Ecrire les conditions de raccordementzen 0. En déduire que :

2a0 a—1

1+a’ 1:all+oz

o = a9 (V4)
Quelles sont les phases relatives des différentes ondes €

c) Montrer que le flux d’énergie apportée par I'onde inciéessty, = Z,a?w?/2. Ecrire
'analogueg, eto, pour les parties réflechie et transmise. Vérifier la consienvae I'éner-
gie.

V.6 Onde de choc

Un avion possede une vitesssupérieure a la vitesgedu son dans Il'air qu'il traverse.
Sur son passage, il crée des ondes sonores sphériques gopaggnt dans I'air. Montrer a
I'aide de considérations géométriques que les ondesénésrf de matiére constructive dans
une direction d’émission qui correspond a un angle tel qu# = c/v par rapport a la
vitesse de l'avion. Citer d’autres exemples du méme phéneme
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VI Ondes thermiques

VI.1 Fonte d’un glagon

Un glacon est maintenu par de minces tiges de bois au mili@u gfand récipient qui
contient de I'eau dont la température, loin du glagon{est 20°C.

a) On suppose que compte tenu de la lenteur de la fonte, ulibégeist obtenu a chaque
instant. Faire un bilan de la conduction de la chaleur dassal' entre le rayon= R, oU R
est le rayon du glagon, et— co. En déduire que :

rza—T =A (VI.1)
or

et indiquer la signification physique de

b) Intégrer cette équation et en déduiteen fonction deR, ¢, ett, la température a la
surface du glacon.

c) Montrer que I'analogue d@) a l'intérieur du glagon ne peut avoir de solution accep-
table que si I'on prendl = 0 et donc une température constahte- ;.

d) Si L est la température latente de changement d’état, caleuldtdsse d’érosiom?
du glacon en fonction dd, L et deR, et donc en fonction d&, L, t; ett,.

e) Au bout de combien de temps le glacon est-il fondu ?

VI.2 Double vitrage

On définit la résistance thermique,, par :
Ry, = ¢/(\S), oue est I'épaisseur du matériau,
S sa surface, ek sa conductivité. On considere
A A A le cas d’un double vitrage associant une vitre de
surfaceS, d’épaisseur/3 et de conductivité\,
une épaisseut/3 de gaz peu dense de conducti-
vité )’ et une deuxiéme vitre identique a la pre-

&3 &3 &3 miere. Calculer la résistance thermique associée

a ce double vitrage, et comparer au cas d’'une seule vitrerggrapt\’ = A /100.

VI.3 Caves et variations thermiques

On modélise la Terre par un demi-espace 0 homogéene, de conductivité thermige
de chaleur massique a volume constaat de masse volumiqye Pour rendre compte de
I'alternance jour-nuit et de I'alternance des saisons, odédtise la température a la surface
de la Terre sous la forme :

T(x=0,t) =Ty + T) cos(wit) + T3 cos(wat) (VL.2)

avecrT; = 2r/w; =1 jour, 7, = 2m/wy =1 an, Ty = T3 = T, = 10°C. On cherche la
températurd’(x, t) dans le sous-sol sous la forme :
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T(.Z',t) = T0+Tm1 eXp( 5

—f) cos(wit+¢1 — £)—l—ng exp(—f) cos(wat+ o — £) (VI.3)
01 01 2 )

Déterminer les constantés,;, 7,2, ¢1 et ¢, en utilisant les conditions aux limites.

En utilisant le fait quey; = /D7, avecD = \/(uc), déterminer les valeurs dg et d,.
On prendrgu = 2700 kg.nT3, ¢ = 1000 J.kg!.K~t et A = 2.7 W.nT L. K~1. Commentaires
sur la sensibilité des caves aux variations de température.

V1.4 Survie dans un igloo

Evaluer I'épaisseur de glace nécessaire pour que dans un igloo cubique de eotém,
un étre humain puisse maintenir par la puissafce 50 W qu’il dégage une température
intérieurel; = +10°C alors que la température extérieure vau0°C. On donne la conduc-
tivité de la glace\ = 0.05 W.K=t.m1,

VI.5 Température d’un boule d’'uranium

Un boule d’'uranium de rayo® est plongée dans un milieu infiniment conducteur qui
maintient une températuf@ a la surface, c’est a dire pour= R. Du fait de la radioactivité,
une quantité de chaleur par unité de temps et de volume est produite dans la sphere, et
la température de la sphére se répartit de fagon a évacuercbeteur. Ecrire un bilan de
I’évacuation de la chaleur pour une sphére de rayenRR. Montrer que :

jr)y=rw/3 (VI.4)

et en déduire la température au cefItf@) en combinant cette équation avec la loi de Fourier
j(r) = =X\dT/dr.

VI.6 Lacgelé

Un lac a fond horizontal & la profonded fait la transition entre le sol a la température
t; = 10°C et l'air a la température, = —10°C. Soitx I'épaisseur de la couche de glace
et doncH — x celle de la couche d’eau. A la transition, on a la températarehangement
d’état, soitt; = 0°C. Montrer que I'épaisseur, ou plus précisément la fractianf H prise en
glace peut se calculer en fonction des températyetsdu rapporty, /A, des conductibilités
thermiques des deux phases.

Application numerique : calculersi H = 10m et\. = 0,4, A\, = 1.6 W/(m.K).



